
LE TRAJET LE PLUS RAPIDE 

 

 

 
Considérons une droite (𝐷) et deux 
points 𝐴 et 𝐵 qui ne sont pas du 
même côté de la droite (𝐷). La 
droite (𝐷) partage le plan en deux 
demi-plans : on suppose que dans 
le demi-plan où se trouve 𝐴 on ne 
peut se déplacer qu’à la vitesse 𝑉𝐴 
et que dans le demi-plan où se 
trouve 𝐵 on ne peut se déplacer 
qu’à la vitesse 𝑉𝐵 : 
 
- On note 𝑂 le projeté orthogonal 
de 𝐴 sur (𝐷) et 𝑂𝐴 = 𝑎. 
- On note 𝑃 le projeté orthogonal 
de 𝐵 sur (𝐷) et 𝐵𝑃 = 𝑏. 
- On note 𝑂𝑃 = 𝑑. 

 

Pour aller de 𝐴 vers 𝐵 il existe un unique trajet qui est le plus rapide possible, ce trajet est constitué du chemin [𝐴𝑀] 

suivi du chemin [𝑀𝐵] où 𝑀 est un point de [𝑂𝑃] , pour déterminer ce trajet il suffit de connaître 𝑂𝑀 = 𝑥. La valeur 

de 𝑥 est donnée par les formules suivantes : 

 

𝛼 =
𝑎2

(𝑉𝐵/𝑉𝐴)2 − 1
  et  𝛽 =

𝑏2

1 − (𝑉𝐴/𝑉𝐵)2
  et  𝑢 =

𝑑2𝛼𝛽

4
  et  𝑣 =

𝑑2 + 𝛽 − 𝛼

3
  et  𝜀 =

𝑉𝐴 − 𝑉𝐵

|𝑉𝐴 − 𝑉𝐵|
 

 

𝑦 = (𝑢 +
𝑣3

8
+ √𝑢 (𝑢 +

𝑣3

4
))

1/3

+ (𝑢 +
𝑣3

8
− √𝑢 (𝑢 +

𝑣3

4
))

1/3

 

 

𝑥 =
𝑑

2
+

𝜀

2
√2𝑦 − 2𝑣 + 𝑑2 −

𝜀

2
√2𝑑2 − 2𝑦 − 4𝑣 −

2𝜀𝑑(𝛼 + 𝛽)

√𝑑2 + 2𝑦 − 2𝑣
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LES ETAPES PRINCIPALES DE LA PREUVE 

 

Le problème est de déterminer un extremum de la fonction suivante : 

𝑓(𝑥) =
𝐴𝑀

𝑉𝐴
+

𝑀𝐵

𝑉𝐵
=

√𝑎2 + 𝑥²

𝑉𝐴
+

√𝑏2 + (𝑑 − 𝑥)²

𝑉𝐵
 

Le calcul de la dérivée donne : 

𝑓′(𝑥) =
𝑥

𝑉𝐴√𝑎2 + 𝑥²
−

(𝑑 − 𝑥)

𝑉𝐵√𝑏2 + (𝑑 − 𝑥)²
 

L’équation 𝑓′(𝑥) = 0 peut donc s’écrire simplement : 

sin(𝑂𝐴𝑀̂)

𝑉𝐴
=

sin(𝑃𝐵𝑀̂)

𝑉𝐵
 

La forme de l’équation précédente ne permet pas de déterminer 𝑥 ainsi on pose : 

𝑟 =
𝑉𝐴

𝑉𝐵
 

On obtient cette fois l’équation : 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥√𝑏2 + (𝑑 − 𝑥)² − 𝑟(𝑑 − 𝑥)√𝑎2 + 𝑥2 = 0 ⇔ 𝑥2(𝑏2 + (𝑑 − 𝑥)2) = 𝑟²(𝑑 − 𝑥)²(𝑎2 + 𝑥2) 

Il s’agit donc de déterminer une solution de l’équation de degré 4 : 

(1 − 𝑟2)𝑥4 − 2𝑑(1 − 𝑟2)𝑥3 + (𝑑2(1 − 𝑟2) + 𝑏2 − 𝑟2𝑎2)𝑥2 + 2𝑑𝑟2𝑎2𝑥 − 𝑑2𝑟2𝑎2 = 0 

Si on pose 𝑧 = 𝑥 −
𝑑

2
 alors l’équation précédente devient : 

𝑧4 + 𝛼𝑧2 + 𝛽𝑧 + 𝛾 = 0 

Avec : 

(𝛼, 𝛽, 𝛾) = (
𝑏2 − 𝑎²𝑟²

1 − 𝑟²
−

𝑑2

2
,
𝑑(𝑎2𝑟2 + 𝑏2)

1 − 𝑟2
,
𝑑4

16
+

𝑑²(𝑏2 − 𝑎2𝑟2)

4(1 − 𝑟2)
) 

Les solutions de cette dernière équation sont de la forme : 

𝑧 = ±
1

2
√2𝑦 − 𝛼 ±

1

2
√−2𝑦 − 𝛼 ±

2𝛽

√2𝑦 − 𝛼
 

Avec les signes en rouge qui sont opposés et 𝑦 qui est la solution de l’équation de degré 3 : 

8𝑦3 − 4𝛼𝑦2 − 8𝛾𝑦 + 4𝛼𝛾 − 𝛽2 = 0 

Si on pose 𝑝 = −𝛾 −
𝛼²

12
 et 𝑞 =

−𝛼3

108
+

4𝛼𝛾−𝛽²

8
−

𝛼𝛾

6
 alors on a 𝑦 = 𝜀 +

𝛼

6
 avec : 

𝜀3 + 𝑝𝜀 + 𝑞 = 0 

On obtient : 

𝜀 = √−
𝑞

2
+ √

𝑞²

4
+

𝑝3

27

3

+ √−
𝑞

2
− √

𝑞²

4
+

𝑝3

27

3

 

En remontant tous les calculs on aboutit à la solution donnée (vérifiée dans une simulation informatique). 


