Les fractions continues

On note Vx € R, [x] la partie entiére de x et (x) = x — [x] la partie fractionnaire de x.

Théoréme : (Approximation d’un réel par une fraction continue) Va € R\Q,3(p, q) € ZN x (N*)N avec |p| et q

strictement croissantes a partir d’un certain rang telles que Vn € N, |a — P
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e On construit par récurrence B € RN en posant , = a et Vn € N, 8,11 = 1/{f,,). La suite B est définie car siIn €
N tel que (8,,) = 0 alors B,, est un entier et « € Q. Pour le vérifier on pose Vn € N,a,, = [B,] et Vx € R}, :
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On remarque alors que Vn € N, a = f,,(B,). Comme Vn € N*, 8, est I'inverse d’une partie fractionnaireona 8, > 1
puis ¥n € N*, a,, € N*. On pose Vn € N,n, = f,,(a,,) € Q et on souhaite dans la suite écrire 1, sous la forme d’une
fraction. On définit par récurrence les suites p et g en posant (pg, o, P1,91) = (ag,1,ap0a; + 1,a;) etVn € N :

{pn+2 = Ap+2Pn+1 + Dn
Gn+2 = An+2qn+1 t qn
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ainsionavVn € N,n, = Pn.
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e Par récurrenceonaVn € N,Vx € R}, f12(x) =
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Tntz = fntz (an+2) = qn+2

* Remarquons que Sp41 = Prt1qn+z — dn+1Pn+2 = Prt1(@ns2qner + qn) — Gne1(@ni2Pns1 + Pr) = Pns1Gn —
Gn+1Pn = (—1)s, etil vient par récurrence s,, = (—1)™** ce qui montre en particulier que p, A g,, = 1. On déduit

. _ DPn+1 Pn _ Pn+1dn—Pndn+1 _  —Sn _ (D" .
aussiquery4 — 1 =——— = = = et on note (Rl) ce résultat. De plUS on constate
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QUE Ty — Ty = Pnt+2dn=Pnln+2 _ (an+2Pn+1+P)dn—Pn(@n+2dn+1+dn) — “9n+25n _ (=D"an+z et on note (RZ) ce résultat.
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Comme q est strictement positive le résultat (R;) montre que (73,,)nen €St strictement croissante et le résultat (R,)
montre que (73,41 )nen €St strictement décroissante.

e Comme (g, )n=1 €st une suite d’entiers naturels non nuls strictement croissante le résultat (R;) montre que

(41 — T)nen converge vers 0 ainsi (5, nen €t (Tons1)nen SONt des suites adjacentes et elles convergent vers une
limite commune. Puisque les suites (5,,)nen €t (Ton+1)nen sONt adjacentes on déduit que la suite r appelée suite
des réduites associée au développement en fraction continue a est convergente.

e Le point précédent nous permet de considérer pour n € N la suite des réduites associée a la suite (ay )=y et de
noter y,, la limite de cette suite. Onay, = lim e[y, Antt, - Akl = an + 1/¥n41 = a, et en remarquant que
(for ) ken est croissante et que (for+1)ken st décroissante il vient Vk € N, a = fo, (Vor) = fox(azk) = o eta =

fore+1(V2ir1) < far+1(@2r41) = T2x41 €€ qui prouve avec (R;) que Ty < Togyz < @ < Topq3 < Tapyq. Onvient de
montrer que @ est toujours entre deux valeurs consécutives de la suite r etil vient Vn EN, |a — 1| < |11 — | =

1 1 - . . .
" < oz en utilisant (R,). De plus la convergence de r vers a assure que p est de signe constant a partir d’un
n4n+1 n

certain rang et elle est alors strictement monotone a partir de ce rang.

Application : Les suites (n.sin n),ey et (n. cos n), ey N"admettent pas de limite finie ou infinie.

Si on note (p—”) la suite des réduites associée au développement en fraction continue de 7w on a alors Vn €
n’neN

N, pp. Isin(p)| = pu. Isin(pp, — @um)| < Pu- |Pn — qur| < Z—: d’aprés le théoreme précédent donc (n.sin n) ey

admet une suite extraite bornée, de plus (p,.cos(p,))? = pp? — (Pp.sin(p,))? est non bornée donc (1. cos n) ey
admet une suite extraite non bornée. On raisonne de méme avec la suite des réduites de /2 pour conclure.



