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DEFINITION 1: On note A P'application u + (U1 — Un)nen de RY vers RY. La suite A(u) notée plus
simplement Au est appelée la dérivée discréte de wu.

Remarque 1: Attention la dérivée de certaines suites est déja définie dans la littérature mathématique
classique, en particulier pour les suites presque nulles, la dérivée de la suite X = (0,1,0,0,0,...) est
la suite (1,0,0,0,...). Il ne faut donc pas appeler Au simplement la dérivée de u.

PROPRIETE 1: L’application A est un endomorphisme surjectif de RY et son noyau est 'ensemble des
suites constantes.

PREUVE : On vérifie facilement que A est linéaire, de plus si on considére v € RY alors on peut définir
par récurrence une suite ©v € RY en fixant ug € R et en posant Vn € N, unt+1 = un + vy, la suite u
ainsi définie est telle que Au = v ce qui prouve que A est surjective, on peut vérifier ensuite que si
u € Ker A alors u est une suite constante de valeur ug.

THEOREME 1: Vu € RN, on a (u croissante <= Awu positive) et (u décroissante <= Au négative)
et (u constante <= Aw nulle).

PREUVE : On a par exemple Au positive si et seulement si Vn € N, w41 — up, > 0 si et seulement si u
est croissante. Les autres équivalences se vérifient de la méme facon.

DEFINITION 2: Yu € RN, on appelle primitive discréte de u toute suite U telle que AU = u.

PROPRIETE 2: Vu € RN, 4 admet une primitive discréte et deux primitives discrétes de u différent
d’une constante.

PREUVE : C’est une conséquence directe de la propriété 1, u admet une primitive discréte par surjec-
tivité de A et deux primitives discrétes de u différent d’une constante d’aprés ’étude du noyau de A.

THEOREME 2: Vu € RN, si U est une primitive discréte de u alors Y _quy = [Uk]g+1 =Ups1 — Up.
PREUVE : On a ZZ:O U = ZZ:O Uk+1 — Ui =Upy1 — Up.

Remarque 2: Le théoreme 2 utilise la notation du crochet d’une fonction appliquée & une suite v en
posant V(n,p) € N2, [ug]h = v, — vy,.

Remarque 3: L’intégrale d’une suite est déja définie! dans la littérature mathématique classique, le
triplet (N, Z(N), |.|) est un espace mesuré et pour deux entiers n < p on a f[[n U= >, Uk

Remarque 4: D’apres le théoreme 2, si l'on dispose d’une primitive discréte d’une suite on peut
alors obtenir une expression simple de sa somme. Peut-on déterminer certaines primitives discrétes
facilement 2 On va maintenant définir quelques outils dans cet objectif.

DEFINITION 3: Vn € N,Vk € Z, si k < n alors on note n® = n!/(n — k)! et si k& > n alors on note
nE =0, on dit que n¥ est le nombre d’arrangements de k parmi n.

EXEMPLE 1: Voici quelques exemples de calcul :
— B=T/)(7T-3)!=7x6x5.
— 3 =0car3 <4
— 53 =51/(5—(=3))! =5!/81=1/(6 x 7 x 8).
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PROPRIETE 3: Vk € Z\ {—1}, une primitive discréte de (n%),cn est la suite (n L/ (k 4 1)) pen.

PREUVE : On note ¥n € N,u,, = n®£L/(k 4+ 1) et on a pour n > k :

(n—I—l)H—l_nkili 1 (n+1)! n!
k+1 E+1 k+1\(n—k)! (m—-FKk-1)

(Au)n = Up4+1 — Up =

donc on obtient :

1 (n+1)!—(n—-kn'\ 1 (n+1-—n+kn\ 4
(A“)"_kﬂ( (n— k)| >_k+1( (n— k) )_”k

De plus si n < k alors n¥ = 0 et u, = nfFL/(k + 1) = 0 = u, 11 donc & nouveau (Au), = 0 = nk.

Enfin si n = k on obtient toujours I’égalité puisque (Au), = k! = kE.

Remarque 5: A la lecture de la propriété 3 on peut naturellement s’interroger sur le cas qui a €té
exclu ou k = —1 et on peut en effet compléter cet énoncé par la propriété ci-dessous.

PROPRIETE 4: Une primitive discréte de la suite (n=1),,cy est la série harmonique initialisée avec une
premiére valeur nulle.

PREUVE : Si on pose Vn € N, u, = n=L =n!/(n—(—1))! = 1/(n+1) ainsi que vg = 0 et Vn € N*, v,, =
Z;é 1/(k+1) alors on a Vn € N, (Av), =1/(n+ 1) = u,.

PROPRIETE 5: Si on note ¥n € N* X% = H?:_ol (X — j) avec XY = 1 alors la famille (X%)g<i<, est
une base de R, [X].

PREUVE : C’est une famille de polynomes de R,,[X] non nuls de degrés deux a deux distincts et de
cardinal n + 1 donc? c’est bien une base.

Remarque 6: La matrice de la famille (X®)o<p<n dans la base canonique de R,,[X] est triangulaire
supérieure avec des 1 sur sa diagonale. On peut s’en servir pour changer de base et calculer des sommes
finies de la forme >~ _ P(k) avec P € R[X] compte tenu du théoréme 2 et de la propriété 3.

EXEMPLE 2: Considérons S, = > p_, k3, on remarque que X2 = X (X —1)(X —2) = X® - 3X2 42X
donc X3 = X3 +3X? — 2X, de plus X2 = X(X —1) = X2 - X donc X2 = X2+ X puis X3 =
X3 4+3X%2 -2X = X3 +3(X2+X)—2X = X34+3X2+ X = X34+ 3X2+ XL on déduit que
Sn=3 R ok =0 KB BR2HRL = R4+ BB R220T = (n 4+ )24+ (n+ 13+ (n+1)2/2 =
1/4(n+1)n(n—1)(n—2)+(n+1)n(n—1)+1/2(n+1)n =1/4(n+1)n[(n—1)(n—2)+4(n—1)+2] =
1/4(n+ D)n(n? +n) = n%(n + 1)%/4.

Remarque 7: Est-il possible d’utiliser cette théorie pour calculer des sommes finies de la forme
Y i—o F(k) avec F € R(X) une fraction rationnelle ? Il reste encore des questions ouvertes qui méritent
d’étre étudiées ...
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