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A) CENTRE D’UN ENSEMBLE FINI DE POINTS

On se place dans un espace affine euclidien & muni d’un repére orthonormé.

DEFINITION 1: Soit n € N* et (M,...,M,) € &", on note Vi € [1,n], ¢; les coordonnées de M; dans
le repére orthonormé. On appelle centre de (My,..., M,) le point M de coordonnées ¢ ou ¢ est la
moyenne de (¢;)1<i<n-

Remarque 1: Le centre M est appelé aussi 'isobarycentre de (My, ..., My).

PROPRIETE 1: V(n,p) € (N*)2, si M de coordonnées x est le centre de (M, ..., M,) € &" et si N
de coordonnées y est le centre de (Ny,...,Np) € &P alors le centre de (My,..., My, Ni,...,Np) est le
point de coordonnées (n.x + p.y)/(n + p).

Remarque 2: Cette propriété traduit ’associativité de la notion de barycentre. On calcule le centre
global avec une moyenne des coordonnées des deux centres pondérée par la quantité de points.

B) CENTRE D’UNE SURFACE

EXEMPLE 1: La surface la plus simple & considérer pour commencer est celle d'un rectangle. Le
rectangle a deux axes de symétrie, les surfaces de chaque coté de ’axe sont égales donc le centre d’une
surface rectangulaire se trouve a 'intersection des deux axes. C’est aussi le point d’intersection de ses
diagonales ou encore son centre de symétrie.

Remarque 3: Pour étudier le centre d’une surface quelconque on va approcher cette surface par des
rectangles et utiliser l’associativité de la notion de centre.

EXEMPLE 2: On considére les points O(0,0), A(0,4) et B(2,4) puis la surface délimitée par les segments
[OA] et [AB] ainsi qu'une courbe reliant O et B correspondant au graphique de la fonction carré t +— ¢2.
Déterminer les coordonnées du centre G de cette surface.
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On peut approcher cette surface par une suite infinie de rectangles :
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La surface est découpée en n rectangles qui ont tous une largeur égale & 4/n et leurs hauteurs sont les
nombres f(4(k +1/2)/n) avec k € [0,n — 1] et f la fonction ¢ — +/t. L'ordonnée yg du centre G est
la moyenne des abscisses des centres de ces rectangles pondérée par leurs aires et plus n est grand plus
le résultat de ce calcul sera précis, on obtient donc :

SR/ (A0 + 1/2) Ak +1/2)
oo Sohso 4/nf(4(k +1/2)/n)
La suite de fonctions en escalier définie par le découpage converge uniformément vers f donc les deux
séries au numérateur et au dénominateur convergent par définition! de I'intégrale, on obtient ainsi :

_limy oo YRZ0 4/nf (40k + 1/2) /m)A(k +1/2) /0 _ INZIOLL
litmy, s oo Sor—e 4/nf (4(k 4+ 1/2)/n) Jhfyar
On remarque que & = f04 ft)dt = f04 Vidt = [t3/2/(3/2))4 = 4%/2 x2/3 = 23 x 2/3 = 16/3 est I'aire de

la surface étudiée. On a de plus f04 tf(t)dt = f04 t\Vtdt = [t5/2)(5/2)]4 = 45/2 x 2/5 = 2° x 2/5 = 64/5
donc yg = 64/5 x 3/16 = 12/5.
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Pour déterminer ’abscisse g de G il nous faut recommencer ces calculs mais en positionnant notre
surface suivant un axe perpendiculaire au précédent :
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La surface est découpée en n rectangles qui ont tous une largeur égale & 2/n et leurs hauteurs sont les
nombres g(2(k +1/2)/n) avec k € [0,n — 1] et g la fonction t — 4 — 2. L’abscisse #g du centre G est
la moyenne des abscisses des centres de ces rectangles pondérée par leurs aires et plus n est grand plus
le résultat de ce calcul sera précis, on obtient donc :

im0 Y000 2/ng(2(k 4+ 1/2)/n)2(k +1/2)/n [Ztg(t)dt _ [Ztg(t)dt
limp s 400 > ojmg 2/n9(2(k +1/2) /n) Jo a(t)dt o

Ira
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I1 vient ensuite f02 tg(t)dt = f02 t(4 —t2)dt = [42)2 —t* /43 = 4 x 22/2 — 2%/4 = 8 — 4 = 4 donc
rg =4 x3/16 = 12/16 = 3/4 et finalement G(3/4,12/5).

EXEMPLE 3: On considére les points O(0,0), A(0,a) et B(b,0) avec a et b des nombres réels strictement
positifs. Déterminer les coordonnées du centre G de la surface délimitée par le triangle rectangle OAB.
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L’aire du triangle rectangle est &/ = ab/2 et le segment [AB] est la représentation graphique de
la fonction affine t — —a/bt + a sur [0,b] donc l'abscisse de G est xg = 1/ fobt(—a/bt + a)dt =
1/ [—at®/(3b) + at?/2]} = 2/(ab)[—ab®/(3b) + ab®/2] = 2/(ab) x 1/6 x ab® = b/3. On peut échanger
les roles des points A et B dans le raisonnement précédent pour en déduire que yg = a/3. Cet exemple
nous montre que les coordonnées du centre de la surface d’un triangle rectangle peuvent étre obtenues
en calculant simplement la moyenne des coordonnées de ses sommets.

EXEMPLE 4: On considére les points A(—a,0), B(0,b) et C(c,0) avec a,b et ¢ des nombres réels
strictement positifs. Déterminer les coordonnées du centre G de la surface délimitée par le triangle
quelconque ABC.

Un triangle quelconque peut toujours étre divisé en deux triangles rectangles. Si on note O le point de
coordonnées (0, 0) alors le centre de la surface triangulaire AOB a pour coordonnées (—a/3,b/3) et le
centre de la surface triangulaire BOC' a pour coordonnées (¢/3,b/3) d’aprés 'exemple précédent. Pour
trouver le centre (zg,yq) de la surface triangulaire ABC on calcule la moyenne de ces deux points
pondérée par les aires des triangles ce qui nous donne :

2 a afl) c bcb ab b @
bla+c)

(w6, ye) = 373 T3 3 g T3y



(2 )= 2 b — ba? cb® + ab? _ c—aé
@Y = bat o) 6 ' 6 “\3 3

Cet exemple nous montre que les coordonnées du centre de la surface d’un triangle quelconque peuvent
étre obtenues en calculant simplement la moyenne des coordonnées de ses sommets.

EXEMPLE 5: On considére un demi-cercle de rayon R et de centre O(0,0). Les extrémités de ce demi-
cercle sont notées A et B. Déterminer les coordonnées du centre G de la surface délimitée par ce
demi-cercle.
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La surface considérée est symétrique par rapport a ’axe des abscisses donc 'ordonnée de G est yg = 0.
Pour calculer I’abscisse g de G on va diviser le demi-cercle en deux parties égales. La partie supérieure
du demi-disque est alors paramétrée par la fonction f : ¢ — /R2 — 2 et son aire est 7R2/4. On obtient
comme précédemment mais en utilisant un changement de variables :

R
tf(t)dt 4 (B —2 [E
xG:fo J(hdt _ /t\/RQ—tht:RQ/ —2t\/ R? — t2dt
™ 0

TR2/4  TR2 J,

-2 R 2 4R
— 5 (B =) 3/2)| = (B2 - 0P 2f3) =
— (@ = 2)72/(3/2)| "= 5 (B2 =092 x 2/3) = ==
On vient en fait de calculer I'abscisse du centre de la partie supérieure du demi-disque, de méme c’est
aussi ’abscisse du centre de la partie inférieure du demi-disque. L’abscisse du centre du demi-disque

est une moyenne de xg et x¢ pondérée par des surfaces identiques ce qui nous donne & nouveau zq.

e

C) CENTRE D’UNE COURBE

EXEMPLE 6: La courbe la plus simple & considérer pour commencer est celle d’un segment. Le segment
a un axe de symétrie, les longueurs de chaque coté de I'axe sont égales donc le centre d’un segment se
trouve sur 'axe, il s’agit tout simplement de son milieu.

Remarque 4: Pour étudier le centre d’une courbe quelconque on va approcher cette courbe par des
segments et utiliser l’associativité de la notion de centre. On aura besoin du théoréme ci-dessous pour
pouvoir mener & bien les calculs qui se présenteront.



THEOREME 1: Soit a € R% et v une application de [0, a] vers C de classe C', si f est une application
de C vers C continue et si Vn € N*Vk € [1,n — 1] on note ¢ € [ak/n,a(k + 1)/n] alors on a :

k k “
ngrfotoovc/c ’ < +1>—'y<an>‘—/0(fov)-\’/

PREUVE : On note Vn € N*, S5, = > "/'_ (c ) v (a EELY — 5 (a %)‘ et Yk € [0,n — 1], il existe
ty € [ak/n,a(k + 1)/n] tel que v/ (tx) = ( ( ( +1)/n) (ak/n))/(a/n) d’aprés la formule? des

accroissements finis ainsi on a :

| :

n—1
Su=Y_ ~fov(ew)-I(t)

k=0

On pose Vn € N*, [, = Zz;é & f o y(tg).]7 (tk)| et par définition® de lintégrale en utilisant une suite
adaptée de fonctions en escalier convergeant uniformément vers (f o).|7/| sur [0,a] on sait que :

a
. N /
ngrfoofn—/o (fov)Il

Par inégalité triangulaire on remarque que :
n—1 a
Sp—In| <Y — - te)| Y (¢
|[Sp — In| < kz—o” |fory(er) = fov(te)l .17 (te)l

L’application f o+ est continue sur le compact [0,a] donc uniformément* continue ainsi pour ¢ > 0
il existe n > 0 tel que V(x,y) € [0,a? |z —y| <n = |fov(x)— fov(y)| < ¢, de plus on a
Vk € [0,n — 1], [er, — t| < & donc il existe N € N tel que ¥n > N :

n—1

a
|Sn — In| < Z 55-|’Y,(tk)’

k=0

Par définition?® de Iintégrale en utilisant une suite adaptée de fonctions en escalier convergeant uni-
formément vers |/ on observe que :

n—-+oo

n—1 a a
lim 3" eyl =c [ 1
n 0
=0
De plus cette derniére limite est celle d’une suite monotone donc d’aprés le théoréme® de la limite

monotone il vient : “
S0~ Tl <e [ 1]
0

Cette derniére inégalité étant vérifiée pour tout € > 0 on vient de montrer que limy,,_, . |S, — I,| =0
et compte tenu du fait que (I,,),en est convergente on peut conclure que (Sy,),en est aussi convergente
vers la méme limite.

EXEMPLE 7: On consideére les points O(0,0), A(0,4) et B(2,4) puis le contour délimité par les segments
[OA] et [AB] ainsi qu'une courbe reliant O et B correspondant au graphique de la fonction carré ¢ + ¢2.
Déterminer les coordonnées du centre GG de ce contour.
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Le centre du segment [OA] est son milieu c’est a dire le point de coordonnées (0,2) et le centre du
segment [AB] est de méme le point de coordonnées (1,4). Il reste a calculer le centre F' de la courbe
reliant O et B et pour cela on peut approcher cette courbe par une suite infinie de segments :

La surface est découpée en n segments qui ont tous une longueur égale a |y(2(k + 1)/n) — v(2k/n)|
et un milieu de coordonnées (2(k + 1/2)/n, ((2(k + 1)/n)? + (2k/n)?)/2) avec k € [0,n — 1] et v la
fonction ¢ - (¢,t2). L’abscisse x du centre F est la moyenne des abscisses des centres de ces segments
pondérée par leurs longueurs et plus n est grand plus le résultat de ce calcul sera précis, on obtient

donc :
ep— lim nLo(k +1/2) /nly(2(k + 1) /n) — 7(2k/n)|
n—+oo ST 2k + 1)/n) — v(2k/n))|

Les deux séries au numérateur et au dénominateurs convergent d’aprés le théoréme 1 et on a ainsi :

oo SR 20k 4 1/2)/ny(2(k £ 1)/n) — 3 (2k/m)| _ Ja 1 |($)dt
lim s o0 g [1(2(k + 1)/n) — 4(2k/n)| SZ 1|8yt

rp



On remarque que £ = fo 17| (%) fo V1+4t2dt = 1/2 fO V1 + t2dt est la longueur de la courbe

étudiée. Considérons h la fonctlon t — V1 + t2 qui est dans I'intégrale, sa primitive n’est pas évidente
mais en notant I la fonction identité ¢ — t on a b’ = I /h ce qui veut dire que h est une primitive de I /h.
Deplusona (h+I)=h+1=1/h+1=(h+1)/hdonc (h+1)"/(h+1I)=1/h, comme la primitive
de (h4+ 1) /(h+ I) est In|h + I| cela signifie que l'on connait aussi une primitive de 1/h. Peut-on
exprimer h en fonction de I/h et de 1/h? C’est presque possible puisque h = (I +1)/h = I?/h+1/h
donc si I'on trouve une primitive de I2/h le calcul sera concluant. Une intégration par parties permet
justement de régler ce dernier souci :

4 4 4 4
23:/ h:/ 12/h+/ 1/h:[1n\h+f\]é+[1xh]g—/ 1xh
0 0 0 0

De I’égalité précédente on déduit que :
4
2/ h=[In|h+IJ4+[I x hJt = In(VI7 +4) — In(1) + 417 = In(V17 + 4) + 4V/17
0
On obtient ainsi . = In(v/17 + 4)/4 + /17 puis l'autre intégrale a calculer est :

2 2
/ tV1 4 4t2dt = 1/8/ 8t\/1 4 4t2 = 1/8[(1 + 4t2)3/2/(3/2)]2 = 1/12[(1 + 4t2)3/%]2
0 0
Ce qui nous donne finalement f02 tv/1 + 4t2dt = (17y/17 — 1)/12 puis :
o 1717 - 1
P SIm(VIT + 4) + 12V17

L’ordonnée yr du centre F' est la moyenne des ordonnées des centres des segments pondérée par leurs
longueurs et plus n est grand plus le résultat de ce calcul sera précis, on obtient comme précédemment :

et ZAZD (@0 + 1)/n) 4 (2k/n)?) /209 (2(k +1)/n) — (2h/m)
oo Size @Gk + 1)/n) —+(2k/n)|

Si on note f la fonction (z,y) — y alors on sait d’aprés le théoréme 1 que :

i S5 (5« G )l (o) o () =5 ([ renons [ r020)

On obtient en conséquence :

t2
szif il g/ 2/ 1+ 4t2dt = 83/ V1 + t2dt

Z

Il reste a calculer f04 I?h en utilisant les notations précédentes, on a I2h = I*(I?/h + 1/h) = I*/h +
I?/h = I*/h+h —1/h et une intégration par parties donne f04 I’h = f(;l h— f04 1/h— f04 3I%h + [I3h]}
donc 4 [ Ih = [\ h — [ 1/h + [IPh]§ = (VAT + 4)/2 + 2V/17 — [In|h + I[]§ + [[PR]} puis il vient
fo I?h = 1/4(66+/17 — In(v/17 + 4)/2) = 33/2v/17 — In(v/17 + 4)/8, ainsi on peut conclure que :

_33/2V/17—In(V17+4)/8  132V/17 — In(V17 +4)
I o M(VIT+4) + 81T 16In(v/I7 + 4) + 6417

Les coordonnées (zq,yq) de G s’obtiennent en calculant une moyenne pondérée par les longueurs
correspondantes des coordonnées de (xp,yr), (0,2) et (1,4) :

( ) A4x04+2%x1+ZLap 4x242x4+ Lyr 24+ ZLrrp 16+ ZLyr
x ey fry
G ¥ i+2+ 7 : i+2+ 7 6+7  6+%2




EXEMPLE 8 On considére les points A(—a,0), B(0,b) et C(c,0) avec a,b et ¢ des nombres réels
strictement positifs. Déterminer les coordonnées du centre G du contour délimité par le triangle ABC.
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Le segment [AB] a pour milieu (—a/2,b/2) et pour longueur va? + b2, le segment [BC] a pour milieu
(¢/2,b/2) et pour longueur vb? + 2, le segment [AC| a pour milieu ((¢ — a)/2,0) et pour longueur
a + ¢, on calcule la moyenne des milieux pondérée par les longueurs correspondantes et on obtient :

—avVaZ+ 02+ eV + 2+ 2 —a? bva2 + b2 + bv/b? + 2
WaZ +02+2V02 + 2 +2(a+c¢) 2vVa + b2 +2V02 + 2 4 2(a + ¢)

(za,ya) = <

EXEMPLE 9: On considére un demi-cercle de rayon R et de centre O(0,0). Les extrémités de ce
demi-cercle sont notées A et B. Déterminer les coordonnées du centre G du contour délimité par ce
demi-cercle.

Le contour considéré est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées donc ’abscisse de G est zg = 0.
Pour calculer yg on utilise la fonction v : t — (¢, R? — t2) et puisque la longueur du contour est 7R
on sait que :

R R R
7TRyGZ/ \/RQ—t2|fy’|(t)dt:/ \/RQ—tZ\/l—l—t?/(R?—t?)dt:/ VR? = 2R?
—R —R —R

Les coordonnées de G sont ainsi (0,2R/).




D) CENTRE D’UN SOLIDE

EXEMPLE 10: Le solide le plus simple & considérer pour commencer est le pavé droit. Le pavé droit
a trois plans de symeétrie, les volumes de chaque c6té d’un plan de symétrie sont égaux donc le centre
d’un pavé droit se trouve a 'intersection des trois plans de symétrie. C’est aussi le point d’intersection
de ses diagonales ou encore son centre de symétrie.

Remarque 5: Pour étudier le centre d’un solide quelconque on va approcher ce solide par des pavés
droits et utiliser ’associativité de la notion de centre.

EXEMPLE 11: On considére une demi-boule de rayon R et de centre O(0,0,0) sectionnée par le plan
de cote nulle. Déterminer les coordonnées du centre G de cette demi-boule.

La demi-boule admet deux plans de symétrie donc (zg,yg) = (0,0) et il reste a déterminer zg.
On peut ensuite découper la démi-boule en 4 parties égales et considérer seulement I’une d’entre elles :

La fonction a considérer est f : (z,y) — /R? — 22 — y? sur le domaine :
P ={(z,y) eR}0< 2’ + 12 <R*’et0<z < Ret0<y<R}

Le volume 7 mis en jeu est celui du huitiéme d'une boule donc ¥ = (4/37R3)/8 = 7R3 /6. Ce volume
est découpé en n? pavés droits qui ont tous une base carrée d’aire (R/n)? et leurs hauteurs sont les
nombres f(R(i+1/2)/n, R(j+1/2)/n) avec (i, j) € [0,n—1]%. La cote 2 est la moyenne des abscisses
des centres de ces pavés droits pondérée par leurs volumes et plus n est grand plus le résultat de ce
calcul sera précis, on obtient donc :

n—1n—1 i ) .
Yz = lim ZZ%% <R(@+1/2) R(y+1/2)> R(i +1/2)

)
n——+00 4 - n n n
=0 5=0



La suite de fonctions étagées définie par le découpage converge simplement vers f et elle est majorée
par la fonction constante R intégrable sur 2 donc d’apreés le théoréme 6 de convergence dominée on a :

Vg = / x.f(x,y)dzxdy = / x/ R? — 22 — y2dxdy
9 9

On va effectuer un changement ” de variables, I'application (r, ) +— (7 cos @, r sin §) notée ¢ est de classe
C! et son jacobien est det((cos @, —rsin@), (sinf, 7 cosf)) = r, ce jacobien ne s’annule pas sur I'ouvert
10, R[x]0,7/2[ et d’aprés le théoréme® d’inversion globale on déduit que ¢ est un C! difféomorphisme
de |0, R[x]0, /2] sur & ainsi il vient :

R ,m/2
Vg = / v/ R2 — 22 — y2dxdy = / / T COS 0\/R2 — (rcosf)? — (rsin0)2.rdrdf
2 o Jo

En utilisant le théoréme ? de Fubini on trouve ensuite :
R /2 , (R R
Vg = / / 2 cos 0/ R? — r2drdf = [sin 9]3/ / 2/ R2 — r2dr = / r2\/ R2 — r2dr
0 0 0 0

Considérons la fonction ¢t — /1 — ¢2 notée h et la fonction identité ¢ — ¢ notée I de sorte que ¥z =

R* fol I?h en utilisant un changement de variables, d’autre part on a fol h= fJ/Z V1 —sin? 6 cosfdh =

OW/Z cos? 0df) = OW/Q(COS(ZG) +1)/2d0 = 7/4 et fol 1/h = OW/2 cosf/v/1 —sin?0df = /2, puisque
h' = —I/h on sait que h est la primitive de —I/h et en utilisant une intégration par parties avec le fait

que I?h = I*(1—1%)/h = I?/h—I*/h = 1/h—h—I*/hona [} I*h = [ 1/h— [ h— [ I*/h =n/2~
7/4+ [} —312h+[IPh]) = 7/4+ [} —31%h donc 4 [} I*h = m/4 puis [} I*h = /16 et ¥ 2 = R*7/16

ce qui nous donne finalement :

o R'm/16 _ R'n/16 _ 3R
Ty T 7R3/6 8
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