Le théoréme du couple
modeéle

Tearii CRIDLAND.

3 juin 2023

Référence utilisée :
"Panorama des mathématiques du supérieur” (PMS),
disponible aux éditions Ellipses.




A) LES PROPRIETES PRELIMINAIRES

PROPRIETE 1: Soit n € N* et C' un convexe de R", si (f;)1<i<p est une famille d’applications convexes
sur C alors Papplication Y . ; f; est convexe sur C.

[ Voir le détailll

PROPRIETE 2: Soit f une application affine de R™ vers R avec n € N* et (a,b,c) € R™ x R" x R", si
(o, B,7) € R? est tel que a+ B3+~ =1 alors on a f(a.a + B.b+7.c) = a.f(a) + B.f(b) +~.f(c).

[ Voir le détaillf

PROPRIETE 3: Soit n € N* et f une application affine de R™ vers R, si ||.|| est une norme quelconque
sur R™ alors l'application || f]| est convexe sur R"™.

[ Voir le détaillf

PROPRIETE 4: Soit n € N* et C' un convexe de R", si f est une application convexe sur C' qui admet
un minimum local en x € C' alors ce minimum est global et ainsi on a ming f = f(x).

[ Voir le détail

PROPRIETE 5: Soit n > 2 et (f;)i<i<n une famille d’applications affines de R vers R strictement
croissantes, on note Vi € [1,n], a; le coefficient directeur de f et ¢; le zéro de f, on suppose que la famille
(fi)1<i<n a été ordonnée de sorte que la famille (¢;)1<;<p soit croissante et on consideére f = >"" | fil,
sionnote A =31, a; et k=min{i € [1,n] |>,;a; > A/2} alors on a ming f = f(cx) et sion ade
plus > i<k O F A/2 alors ce minimum global de f sur R est unique.

| Voir le détail

Remarque 1: Si f est une application a valeurs dans R alors | f| désigne la valeur absolue de f mais
si X est un ensemble alors |X| désigne le cardinal de X .

Remarque 2: La propriété montre que f admet toujours un minimum global sur R et que si on note
Z={f(¢;)|i € [1,n]} alors on a ming f = ming f.

PROPRIETE 6: Soit (f;)1<i<n une famille d’applications affines de R? vers R non constantes avec n > 2
et f=3"1",fil, onnote Vi € [1,n],D; = f;l({()}) et on suppose que Y(i,j) € [1,n]? tels que i # j
on a |D; N Dj| =1, si on note Z = {D; N Dj|(i,j) € [1,n]* et i # j} alors on a ming: f = minz f.

[Voir le détailll

B) LE THEOREME DU COUPLE MODELE

DEFINITION 1: Soit n € N* et (a;)1<i<pn une famille de réels positifs de somme A, le nombre entier
min{i € [1,n] |>,<;a; > A/2} est appelé 'indice médian de la famille (a;)1<i<n.

Remarque 3: L’indice médian dépend de la famille (a;)i1<i<n et pas de l’ensemble {a;|i € [1,n]}
ainst ordre est important.

Remarque 4: 1l s’agit d’aligner a la suite et dans l'ordre des segments de longueurs (a;)1<i<n puis
de chercher sur quel segment se trouve le milieu du segment de longueur totale.



DEFINITION 2: Soit &2 un plan affine de direction R? muni d’un repére (O,?,?), soit un point
M € & et (M;)i1<i<pn une famille de n points distincts de &7 qui n’ont pas la méme abscisse que M,
on note Vi € [1,n], ¢; le coefficient directeur de la droite (M M;) et d; la valeur absolue de la différence
entre les abscisses des points M et M;, on suppose que la famille (M;)1<i<p a été ordonnée de sorte que
la famille (¢;)1<i<n sOit croissante et de sorte que les points alignés avec M soient rangés par abscisse
croissante, si k est I'indice médian de la famille (d;)1<i<y, alors My, est appelé le point & I’horizon de
M et il est noté € (M).

Remarque 5: On s’assure dans cette définition que la famille (M;)1<i<n est rangée de maniére unique
pour pouvoir définir une application €.

EXEMPLE 1: Considérons les points M (1;3), M1(—9;1), M2(5;0), M3(4; —2) et déterminons (M),
les coefficients directeurs des droites (M M), (M Ms) et (M Ms) sont respectivement 2/10,—3/4 et
—5/3, on obtient dans l'ordre croissant —5/3 < —3/4 < 2/10 et les dénominateurs positifs de ces
fractions non simplifiées sont dans l'ordre (3,4, 10), I'indice médian de la famille (3,4, 10) étant 3 on
déduit que le point & I'horizon de M est celui correspondant au calcul du 3-éme coefficient directeur
dans l'ordre croissant c’est a dire (M) = M;.

Remarque 6: On peut considérer % = H o H et Vk € N, % Vapplication H composée k fois.

Remarque 7: Si lon dispose du graphique sous les yeux, on peut commencer par chercher la somme
T des valeurs absolues des écarts d’abscisses entre M et les autres points, on trouve ensuite (M) en
considérant une droite paralléle a l'aze des ordonnées passant par M qui tourne dans le méme sens que
lorientation du repére, & mesure que cette droite passe par les différents points on cumule les valeurs
absolues des écarts d’abscisses jusqu’a dépasser T'/2.
) . . 9 . . - —

DEFINITION 3: Soit & un plan affine de direction R* muni d’un repére (O, i, j ) et (M;)i<i<n une
. . . . . =
famille de points de & avec n € N*, pour toute droite d de & qui n’a pas pour vecteur directeur j on
appelle erreur d’approximation de d le nombre e(d) = > | M;P; avec Vi € [1,n], P; le projeté de
M; sur d parallélement & j . Pour une droite d de vecteur directeur j on pose £(d) = 4o00. Une droite 2
de & est dite optimale pour approcher la famille (M;)1<;<y, si on a (Z2) = min{e(d)|d droite de Z}.

. N . . . . —-
THEOREME 1: (Couple modéle) Soit &2 un plan affine de direction R? muni d’un repére (O, 7, 5 ) et

& un ensemble fini de points de & qui ont des abscisses deux & deux différentes, VM € £, dp € N tel
que (JF(M))j>p soit une suite de points alignés et la droite passant par S#P(M) et S#PTH(M) est
alors optimale pour approcher £.

[ Voir le détaillf

Remarque 8: Le théoréme montre un résultat remarquable, il est toujours possible de trouver une
droite optimale en reliant simplement deux points de I’ensemble £, de plus le théoréme fournit un moyen
pratique pour trouver ce couple de points. On peut conjecturer un résultat plus fort : Ip € N tel que
HP(M) = HPT2(M) et la droite passant par P (M) et H#PTLH(M) est optimale pour approcher E.

EXEMPLE 2: On reprend les points de Pexemple 1 et on va calculer s#2(M) = (M), les coefficients
directeurs des droites (M1 M), (M;Ms) et (M1 Ms) sont respectivement 2/10,—1/14 et —3/13, on
obtient dans lordre croissant —3/13 < —1/14 < 2/10 et les dénominateurs positifs de ces fractions
non simplifiées sont dans 'ordre (13,14, 10), 'indice médian de cette famille est 2 donc J#2(M) =
My, de méme les coefficients directeurs des droites (MaM), (MaM;) et (MaMs) sont respectivement
—3/4,—1/14 et 2/1, on obtient dans l'ordre croissant —3/4 < —1/14 < 2/1 et l'indice médian de
(4,14,1) est 2 donc H#3(M) = M; = 1 (M). D’aprés le théoréme 1 une droite optimale pour
approcher les points (M, My, My, M3) est la droite (M Ma).



Preuves

PREUVE - PROPRIETE 1: |[Voir I’énoncé| On sait que Vi € [1,n], f; est convexe sur C' donc V(a,b) €
R™ x R™,Vt € [0,1], fi(t.a+ (1 —¢).b) < t.fi(a)+ (1 —1t).fi(b) puis en sommant ces inégalités on obtient
f(t) <t.f(a)+ (1 —1t).f(b) avec f =", fi ce qui prouve que f est convexe sur C.

PREUVE - PROPRIETE 2: Comme f est affine on sait qu’il existe ¢ € R™ tel que
I'application f — ¢ notée g soit linéaire, on a g(a.a + B.b + v.c) = a.g(a) + 5.9(b) + v.9(c) puis
flaca+Bb+7y.c) —q=a.fla) —aq+B.f(b) = B.g+7.f(c) —v.q = a.f(a) + B.f(b) +7.f(c) — ¢
d’ou le résultat. On pouvait aussi obtenir cette propriété en utilisant le fait qu’une application affine
conserve ' les barycentres.

PREUVE - PROPRIETE 3: [[Voir I'énoncél| Soit (z,y) € R™ x R™ et ¢ € [0,1], d’aprés la propriété 2
appliquée aux vecteurs (z,y,0) et aux réels (¢,1—¢,0) ona f(t.x+(1—t).y) = f(t.x+(1—1t).y+0.0) =
LF(@)+ (1— 0)-F(5) + 0.£(0) = £. () + (1~ ). (9) done [[£][ (¢ + (1~ 1)5) = [F (02 + (1 — )5) | =
lt.f(x) + (1 —=1).f(»)l <t|flI(x)+ (1 —1t).]|fl(y) par inégalité triangulaire.

PREUVE - PROPRIETE 4: Soit y € C' et ||.|| une norme quelconque sur R”, comme x
est un minimum local de f on peut noter r € R% tel que que Vz € C, ||z —z| <r = [f(z) > f(x),
de plus V¢t € [0,1] en posant z =z +t.(y —z) on a f(z) = f(t.y+ (1 —t).x) <t.f(z)+ (1 —1t).f(y) =
f(x)+t.(f(y) — f(x)) car f est convexe, supposons y # x pour considérer t €]0;7/|y — z|[ et obtenir
|z — z|| = t.|ly — z|| < r, il vient alors 0 < f(2) — f(x) < t.(f(y) — f(x)) puis f(z) < f(y), cette
derniére inégalité est de plus évidente lorsque & = y ce qui achéve la preuve.

PREUVE - PROPRIETE 5: |[Voir 'énoncélj
e On note Vi € [1,n],b; € R tel que Vz € R, f;(z) = a;z + b;, 'ensemble {i € [1,n] |3, a; > A/2}
est non vide car il contient n donc il admet bien un minimum noté k, on obtient ainsi :

{ ngk aj > A2 , { ngk a; + ngk aj = A : { ngk aj = Zj>k aj
Dj<ki1 @ < AJ2 k@it pa; <A Dok @ < Dk

e En posant ¢,y; = 400 on peut considérer v = min{i € [1,n + 1] |¢; > ¢}, de plus en posant
K ={i€[1,n] |¢; = cx} on peut distinguer 3 cas pour j € [1,n] :

— Sij <k alors f; est strictement croissante de zéro ¢; et ¢; < ¢ donc f; est positive sur [cy, +00].
— Sij>ketje K alors f; est strictement croissante de zéro ¢; donc f; est positive sur [cg, +00].
— Sij>ketj¢ K alors ¢j > ¢, donc v < j puis ¢, < ¢; ainsi f; est négative sur [—o0, ¢,|.
Si on note Ji = [ck, ¢y on obtient alors Vo € Jy, f(z) = > ,cp ;@ + b5 + 3 isp o jerx 4T + b5 +
D ik et j¢k —@jx — bj donc la restriction de f a Ji est une fonction affine de coefficient directeur
B =2<k@+ Disket jek U — Djsket jek Y = D2uj<k @ — Dujsk et jek Y = Dj<k G — 2jsk W
d’apres le point précédent on a § > 0 ainsi f est croissante sur Jy puis f(z) > cg.
e En posant ¢g = —oo on peut considérer u = max{i € [0,n] |¢; < ¢} et de méme pour j € [1,n] on
peut distinguer 3 cas :
— Sij > k alors f; est strictement croissante de zéro ¢; et ¢; > ¢, donc f; est négative sur | — oo, ¢y
— Sij < ketje K alors f; est strictement croissante de zéro ¢;, donc f; est négative sur | — oo, ¢
— Sij<ketj¢ K alors ¢j < ¢, donc j < u puis ¢j < ¢, ainsi f; est positive sur Jc,, +0ol.
Si on note I =|cy,cx] on obtient alors Vz € Iy, f(x) = Do) —a;@ — bj + 3 f ot jerx —aj% — bj +
D i<k et j¢x 0% + bj donc la restriction de f a Ij; est une fonction affine de coefficient directeur o =
j<k et jeK @5 — Zj<k et jek 45 — ijk a; < Zj<k et jgK 4 — ijk aj < Zj<k aj — ijk aj, d’apres
le premier point on a « < 0 ainsi f est strictement décroissante sur I puis f(z) > cg.

1. PMS : II.LA.5.d.2.



e On a montré dans les deux points précédents que la restriction de f a |ey, ¢,[ admet un minimum
en cg, Uintervalle |c,, ¢,[ est un voisinage de ¢ ainsi f admet un minimum local en ¢, puisque f est
convexe d’aprés les propriétés 1 et 3 on sait alors que f admet un minimum global en c¢; d’aprés la
propriété 4, si on suppose de plus Zj<k aj # A/2 alors on a > 0 donc la restriction de f a Ij est
strictement décroissante tandis que la restriction de f & Ji est strictement croissante, on obtient ainsi
I'unicité du minimum global de f en c¢y.

PREUVE - PROPRIETE 6: [|Voir I"énoncé|j
Etape (a) : Si on note o = (01, 02) tel que f(o) =minz f et I = {i € [1,n] |0 € D;} alors il existe
une sphére S de centre o et de rayon non nul R qui est disjointe de Uie[[l,n]]\[ D;.

Puisque Z est fini on peut considérer o = (01,02) tel que f(o) =minz f et on a o ¢ Ucpy np s Ds
avec |I| > 2, comme ;e o7 Di est un fermé? de R? on sait que R?\ Uiept,np\s Di est un ouvert de
R? ainsi il existe une sphére S de centre o et de rayon non nul qui est disjointe de Uie[[l,nﬂ\ 1 D;.

Etape (b) : Vi € I,D;N S est fini de cardinal 2.

Comme f; est affine il existe (a;, b;,¢;) € R3 tel que D; = {(z,y) € R%|a;z + by + ¢; = 0}, de plus S a
pour centre o = (01,02) et il existe R > 0 tel que S = {(z,y) € R?|(z — 01)? + (y — 02)? = R?}, soit
(z,y) € D;NS, comme o € D; on a a;(x — 1) + bi(y — 02) = 0 donc b3 (y — 02)? = a?(z — 71)? puis
b (x —01)? + b2 (y — 02)? = b2 R? = (b + a?)(z — 01)?, puisque f; est non constante (a;, b;) # (0,0) et
a? + b2 # 0 donc la derniére égalité est une équation du second degré qui admet deux solutions ce qui
montre que D; NS est fini de cardinal 2.

Etape (c) : Soit ¢ Uapplication t — (01 + Rcost, o9 + Rsint) de R vers S et k = |I|, il existe une
famille de nombres réels (t;)1<i<ar dans | —m,7|** croissante et de cardinal au moins 4 telle que si on
note Vi € [1,2k], s; = ¢(t;) et sapy1 = s1 alors on a Vj € [1,n], f; de signe constant sur le triangle T;
de sommets (o, S;, Si+1).
e Vic I, D;NS est de cardinal 2 d’aprés 'étape (b) et comme {D;|i € I} est de cardinal au moins 2
on sait que I'ensemble D = | J;c; D; N S est de cardinal au moins 4, chaque élément de D est dans R?
et il peut étre identifié¢ & un nombre complexe, on peut ainsi considérer D’ I’ensemble de tous les
arguments principaux des éléments de D, comme les éléments de D ont le méme module R on sait
que D' est une partie® de | — 7, 7] de cardinal au moins 4, on range tous les éléments de D’ dans
I'ordre croissant pour obtenir la famille (t;)1<;<ox dans | — 7, 7]* croissante et de cardinal au moins
4, il est clair que ¢ est a valeurs dans S donc (s;)1<j<2r+1 est une famille d’éléments de S.
e Il reste & montrer que Vj € [1,n], f; est de signe constant sur le triangle 7; de sommets (o, s;, sj+1),
supposons que 3(xz,y) € T7 tel que f;(z)fj(y) < 0, considérons Papplication ¢t — f;(t.z + (1 —t).y) de
[0,1] vers R notée ¢, Papplication ; est continue et on a ¢;(0)¢;(1) < 0 donc d’aprés le théoréme*
des valeurs intermédiaires 3z € [z, y] tel que fj(z) = 0, de plus T; est convexe donc z € D; NT; et
comme T; est inclus dans S et disjoint de Ule[[l,n]\ 7 Dy on déduit que Dj est la droite passant par o
et s; ou la droite passant par o et s;y1, on obtient l’alignement des points (z,z,y, 0, s;) ou
'alignement des points (z,z,y, 0, Siy1) et ces deux cas sont absurdes puisque f;(z)f;(y) # 0.

Etape (d) : SiVs € U;e; DiN S, f(0) < f(s) alors f admet un minimum en o sur R2.
e On reprend les notations précédentes et on considére pour i € [1,2k],T; le triangle de sommets
(0, 8i,8i41), par définition on a T; = {a.0 + B.5; + v.8i11|(a, B,7) € (Ry)3 tels que a+ B+ =1} et
puisque (J;c; D; NS = {s;]i € [1,2k]} on a f(o) < f(s;) et f(0) < f(si1), de plus Vj € [1,n], f; est
de signe constant sur 7; d’aprés 1’étape (b) donc la restriction de f a T; est une fonction affine
comme somme de fonctions affines, si x € T} est noté a.o + .8; + 7.5.41 avec (a, 8,7) € (R4)?3 tels
que a+fB+y=1alorsona f(z) =a.f(o)+ B.f(si) +v.f(si+1) > a.f(o) + B.f(0) +7.f(o) = f(o)
d’aprés la propriété 2 ce qui prouve que f admet un minimum en o sur T = Ufil T;.
e Montrons & présent que 1" est un voisinage de ¢ en remarquant qu’il contient la boule ouverte de
centre o et de rayon r = min{||oc — (s; + si+1)/2|| |i € [1,2k]} ou ||.|| désigne la norme euclidienne de
R?, on note B cette boule ouverte de centre o et de rayon 7 puis on considére 2 € B et comme
(si)1<i<2k+1 est de cardinal au moins 4 on a r > 0, argument principal de x est dans | — 7, 7] et

2. PMS : II.C.1.j.6. 3. PMS : .LE.2.d.2. 4. PMS : I1.C.2.d.1.



puisque (t;)1<i<ox est une famille dans | — 7, 7]?* croissante il existe i € [1,2k] tel que x soit dans la
plus petite des deux parties de B délimitées par les demi-droites [0s;) et [0s;+1), de plus la droite
passant par o et x admet un point d’intersection avec le segment [s;, s;11] noté 2/, comme
(s; + 8i41)/2 est le projeté orthogonal de o sur [s;, s;41] on sait d’aprés le théoréme® du projeté
orthogonal que |0 — z|| < r < ||l — 2/|| donc x est sur le segment [0, 2'], le triangle T; de sommets
(0, 8i,8i+1) étant convexe on déduit que = € T; puis que x € T'.
e D’aprés les deux points précédents f admet un minimum en ¢ sur T’ qui est un voisinage de o,
puisque f est convexe d’aprés les propriétés 1 et 3 on peut conclure que ce minimum local en o est en
fait un minimum global d’apreés la propriété 4.

Etape (e) : f admet un minimum en o sur R2.
Comme Vj € [1,n], f; est une application affine il existe (aj,b;,c;) € R3 tel que f; soit Papplication
(x,y) = ajz + bjy + ¢; et puisque f; est non constante on a (aj,b;) # (0,0) ainsi il est possible de
considérer Vi € [1,n] \ {j},¢: lapplication z — a;x + b;(—a;/bjx — ¢;/b;) + ¢; ou h; 'application
y > a;(—=bj/ajy —cj/aj) + by + c;, les applications g; et h; sont affines de R vers R avec un coefficient
directeur non nul car |[D; N D;| = 1, si (z,y) € D; alors on a f(z,y) = g(x) = >, |9:(x)| ou
flx,y) =hly) =>, £ |hi(y)|, on peut supposer que les applications g; et h; ont un coefficient directeur
strictement positif en considérant si nécessaire leurs opposées de sorte que g et h puisse vérifier les
conditions de la propriété 5, on suppose a présent j € I et Vi € [1,n]\{j} on note D;ND; = {(xi;,yi;)},
puisque f(0) = ming f on a f(o) = g(o1) < f(ij,yi5) = g(zi;) avec z;; qui est un zéro de g; donc
g(o1) = min{g(x;;)|i € [1,n]\ {j}} ainsi g admet un minimum en oy sur R d’aprés la propriété 5 puis
Vs € D;j NS noté (s',s") on a f(o) = g(o1) < g(s') = f(s) donc d’apres I'étape (d) on peut conclure
que f admet un minimum en o sur R?, si g n’a pas pu étre définie alors on peut reprendre le méme
raisonnement en utilisant A pour arriver a la méme conclusion.

PREUVE - THEOREME 1: |[Voir I"énoncé||

e Si d est une droite de & qui n’a pas pour vecteur directeur 7 alors on peut considérer a le coefficient
directeur de d ainsi que b I'ordonnée a lorigine de d, le couple (a,b) € R? sera alors appelé un
paramétrage de d.

e VN € & de coordonnées (zy,yn) on note fy application (a,b) — yy — axy — b et on remarque
qu’il s’agit d'une application affine de R? vers R non constante, de plus I'ensemble Dy = fg,l({O})

est ’ensemble des paramétrages des droites qui n’ont pas pour vecteur directeur j et qui passent
par N, lerreur d’approximation d’une droite d de & de paramétrage (a,b) pour approcher £ est
€(a, b) - ZNG&’ ’fN(a7 b)‘

e On va vérifier que l'application e vérifie les conditions de la propriété 6, si P est un point de &
distinct de N alors |[Dy N Dp| = 1 car le déterminant —xy x (—1) — (—xzp) X (—=1) = xy — zp est
non nul compte tenu du fait que les points de £ ont des abscisses deux a deux différentes, d’aprés
la propriété 6 on sait alors que ¢ admet un minimum global sur R? et on a ming: ¢ = ming e avec
Z ={(a,b) € R?|3(N, P) € £? tel que N # P et (a,b) paramétrage de (M N)}.

e On pose Vi € N, A; = (M) et on note (a;,b;) € R? le paramétrage de la droite (A;A4;41), la
suite (g(ai, b;))ien est & valeurs dans 'ensemble €(Z) qui est fini et cette suite est décroissante, en effet
puisque S (A;) = A;;+1 cela signifie d’apreés la propriété 5 que parmi les droites passant par A; celle
qui passe par A;11 minimise €, de méme parmi les droites passant par A;y; celle qui passe par A;yo
minimise ¢, on obtient ainsi €(a;t1,bi+1) < £(as, b;) puis la suite (e(a;, b;))ien est donc constante et
égale & ming2 € & partir d’un certain rang.

e D’aprés le point précédent on peut considérer p = min{i € N|e(a;, b;) = mingz £} et on va montrer
que Vi > p, A; est aligné avec A, et A,11, en effet si ce n’est pas le cas alors A;A4,A4,11 est un triangle
non aplati dont chaque cdté constitue une droite optimale, puisque € est convexe toute droite passant
par un sommet du triangle 4;A4,A4, 1 coupant le coté opposé a ce sommet est alors optimale, on peut
ainsi obtenir une droite optimale passant par le sommet d’abscisse intermédiaire dont le coefficient
directeur est aussi élevé qu’on le souhaite ce qui est absurde.

5. PMS : IV.B.2.b.1.
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