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Remarque 1: On va commencer ce cours en énongant une propriété sur les connexes qui va nous
étre utile dans la suite. L’adhérence d’une partie A d’un espace vectoriel normé est notée A.

PROPRIETE 1: Si A est une partie connexe d’un espace vectoriel normé E alors toute partie B de E
telle que A C B C A est connexe.

PREUVE : On raisonne par l’absurde en supposant que B n’est pas connexe, il existe alors X et Y
deux ouverts de B non vides tels que X UY = Bet XNY = (. Comme A C B C A les ensembles
X NAetY N Asont des ouverts! de A non vides, il est clair que (X N A) N (Y N A) = () et puisque
ACBonaaussi (XNA)U(Y NA) = A, on vient donc de construire une partition de A en deux
ouverts de A ce qui est absurde compte tenu du fait que A est connexe.

Remarque 2: En particulier on peut choisir B = A pour en déduire que l’adhérence d’une partie
connexe est conneze.

DEFINITION 1: Soit A un ensemble et f une application de A vers un autre ensemble. On appelle
graphe de f sur A 'ensemble {(z, f(z))|z € A}.

THEOREME 1: Soit A une partie connexe d’un espace vectoriel normé E et f une application de A
vers un espace vectoriel normé F. Si f est continue sur A alors le graphe de f sur A est connexe.

PREUVE : Considérons Idg application identité de E puis I'application g = (Idg, f) de A vers E x F.
Il est clair que Idg est continue et par hypothése f est continue donc g est continue? sur A. Puisque
I'image d'un connnexe par une application continue est® un connexe on déduit que g(A) est connexe.
On peut conclure puisque g(A) est justement le graphe de f sur A.

Remarque 3: La réciproque du théoréeme précédent est fausse comme nous allons le voir dans le
contre-exemple sutvant.

EXEMPLE 1: Considérons la fonction f définie sur l'intervalle I = Ry en posant Vx € RY, f(z) =
sin(1/z) et f(0) = 0.

e On note Vn € N*,u,, = 2/(nm) et on remarque que u converge vers 0. On a Vn € N*| f(ugpi1) =
sin((4n + 1)7/2) = sin(w/2 + 2nmw) = 1 et f(uan+3) = sin((4n + 3)7/2) = sin(37/2 + 2n7) = —1 donc
les deux suites (f(uan+1))n>0 €t (f(Uan+3))n>0 convergent vers des limites différentes, comme il s’agit
de deux suites extraites de la suite f(u) cela signifie* que la suite f(u) n’a pas de limite donc® que f
n’est pas continue en 0. On vient de prouver que f n’est pas continue sur 1.

e On va maintenant considérer A = {(x, f(z))|x € R%} le graphe de f sur I\ {0} et montrer que
I'adhérence de A est A = ({0} x [~1;1]) U A. Commengons par vérifier que ({0} x [-1;1])UA C A et
comme% on a A C A il suffit de montrer qu'un élément de la forme (0,y) avec y € [—1;1] est dans A.
On peut ” noter ¢ € [0; 27] tel que sin(c) = y puis en posant Vn € N*, v, = 1/(2n7+¢) on remarque que
Zn = (Un, f(vn)) € A. La suite f(v) est constante et égale & y puis la suite z converge vers (0,y) donc®
on a (0,y) € A. Il reste a vérifier 'inclusion réciproque, pour cela on considére un élément (c, ) dans
A puis® on note ((an, f(an)))nen une suite d’éléments de A qui converge vers (; 3). Si on suppose que
a = 0 alors f(a) étant a valeurs dans [—1;1] il est clair? que 8 € [—1;1] puis que (o, 8) € {0} x [-1;1].
Vu que a est a valeurs dans R il reste a traiter le cas oit & > 0, dans ce dernier cas (o, f(«)) € A et
par continuité ' de f sur R’ on sait® que f(a) est la limite de f(a) c’est & dire 8 ainsi (o, 8) € A.
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e Nous pouvons a présent vérifier que G = {(0,0)} U A le graphe de f sur I est connexe. En effet A
qui est le graphe de la fonction continue sur I\ {0} = R* est connexe 1 Q’apreés le théoréme 1, de plus
ona A C G C A compte tenu du point précédent donc on peut conclure que GG est connexe d’aprés la
propriété 1.

Remarque 4: On présente maintenant une propriété sur les graphes qui va mnous étre utile pour
démontrer un second théoréme.

PROPRIETE 2: Soit A un ensemble ainsi que f et g des applications de A vers un autre ensemble B.
Si le graphe de f sur A est inclus dans le graphe de g sur A alors on a f = g.

PREUVE : Soit z € A, le couple (z, f(x)) est dans le graphe de f donc dans le graphe de g par
hypothése, ainsi il existe a € A tel que (z, f(z)) = (a, g(a)), il vient alors z = a donc g(a) = g(x) puis

f(z) = g(z).

THEOREME 2: Soit [ un intervalle et f une application de I vers un espace vectoriel normé. Si le
graphe de f sur I est connexe par arcs alors f est continue sur I.

PREUVE : Si I est un singleton alors f est continue sur I, on suppose & présent dans la suite que
intérieur de I est non vide, pour a € I on peut noter (a,b) € I? tel que a < b et o € [a,b]. Le
graphe de f sur I noté G est connexe par arcs donc il existe une application 7 de [0, 1] vers G telle
que v(0) = (a, f(a)) et v(1) = (b, f(b)). L’application ¢ :  + (z — a)/(b — a) est continue '? de [a, b]
vers [0, 1] et application p : (z,y) + y est continue '* de R? vers R. Comme le graphe de 'application
po~yo@ est inclus dans le graphe de f sur [a, b] on déduit que f = poyo¢ sur [a,b] d’aprés la propriété
2, ainsi f est continue sur [a, b] comme composée ' d’applications continues puis f est continue en .

t14

Remarque 5: Comme une partie connexe par arcs es connexe on peut résumer les théorémes 1

et 2 dans le dernier théoréme ci-dessous.

THEOREME 3: Soit I un intervalle et f une application de I vers R ainsi que G le graphe de f sur I.

f continue sur I = G connexe
f continue sur I <= G connexe par arcs
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